Mathématiques XP Défis Nombres complexes Thiaude P.

Résoudre dans C I’équation d’inconnue z :
zXz+2z=40+10i

Corrigé
Posons z = x + iy avec x et y réels, ona alors Z = x — iy.
L’équation devient :
(x+iy)(x—iy)+2(x +iy) =40+ 10i
© x? 4+ y* + 2x + 2iy = 40 + 10i
{x2+y2+2x=40 {x2+y2+2x=40
=3 =3
2y =10 y=5
o { y=5 @{ y =5
x2+52+2x—40=0 x2+2x—15=0
On a les équivalences :
x*+2x—15=0
©kx+1)%2-16=0
Sk+1+4)(x+1-4)=0
S x+5x-3)=0
©x+5=00ux—-—3=0
©x=-50ux=3
L’équation de départ admet pour solutions : —5 + 5i et 3 + 5i.
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m Résoudre dans C I'équation d’inconnue z : z% = 7 — 24i.

Corrigé
Posons z = x + iy, x et y réels, on a alors :

z* = (x + iy)? = x* — y? + 2ixy
Donc I'équation z% = 7 — 24i devient :

2 _ 2 _ 2_ .2 _
xz—y2+2ixy=7—24i<:>{x Y 7®{x y =7

2xy = —24 xy = —12
f 1252 144
xZ_y2=7 (xZ_(_Y) =7 X __xZ =17
=), ‘:’4 12 7)) -12
\ X \ y=— Y=
(x* 144
———=7 xt — 144 = 7x* x*—7x*—144 =0
(:Hx X P —12 = —-12
—12 y=—" y=—
L y=— X X

X
On a I’équivalence :

x*—7x2—144 =0 (x2)? — 7x2 — 144 = 0
En posant X = x?, on obtient : X* — 7X — 144 = 0.
Or, X?> — 7X — 144 est de la forme aX?> + bX + caveca = 1,
b = —7 et c = —144, de discriminant :
A=b*—4ac = (-7)? —4(1)(—144) = 49 + 576 = 625 = 252
X? — 7X — 144 admet deux racines réelles distinctes :
—b—+VA +7-25

X, = =
1 2a 2(1)
N _—b+x/Z_+7+25_32_16
27 2a 0 21) 2
e siX = —9, alors x* = —9 impossible (x € R)
esiX =16,alorsx* =16 ©® x = —4oux = 4
. 12 12
six=—4,alors:y=——=——=
2 1t
six=4,alors:y=——=—-——=-3
x 4

Conclusion : I'équation z? = 7 — 24i admet deux solutions : —4 + 3i
et4 — 3i.
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Méthode 2 (n’aboutit pas toujours !)

En supposons x et y entiers (ce qui n’est pas certain), ona : x| — 12.

Les diviseurs positifs de (—12) sont 1,2, 3, 4, 6 et 12.
esix=1,y=-12,x*—y? =12 - (-12)?=1—-144 # 7
esix=2,y=—-6,x>—y>=22-(-6)2=4-36%7
esix=3,y=—4,x*—y*=32-(-4)?=9-16#7
esix=4,y=-3,x*—y?=42—-(-3)2=16—9 = 7 donc
convient.

Onadonc:7 — 24i = (4 — 3i)* et I'équation z* = 7 — 24i s’écrit :
72=0(4-3)2z22-(4-30)*=0
Sz—0G-3)][z+@-3))]=0
©z—A4-3))=00uz+(Al-3i)=0
S z=4—-3iouz=-4+3i

L’équation de départ admet pour solutions : 4 — 3i et —4 + 3i.

Vérification
(4—30)2=42—2(4)3) + B)2 =16 —24i —9 =7 —24{ V
(—4+30)2=(—(4-30)) =+@-30)2=7-24i V

MEvzecCP(z)=23+22—4z+6

1. Démontrer que, pourtout a € C :
« si a est une racine de P alors a est une racine de P ».
2. Vérifier que 1 + i est une racine de P.
En déduire une deuxiéeme racine de P.
3. Donner une factorisation de P(z) puis toutes les racines de P.

Corrigé
VZECP(2)=23+2>—4z+6

1. Démontrer que, pour tout @ € C on a: si a est une racine de P
alors a est aussi une racine de P.

Soit a une racine de P.
Par définition d’une racine d’un polynéme, on P(a) = 0,

autrement dit a® + a?> —4a + 6 = 0.

Ona:
P@=(@*+@*—4@+6=a3+a%?—4x
=ad+a?—-4dxa+6=a’+aZ—4a+6=0

On a donc bien P(a@) = 0.

. Vérifier que 1 + i est une racine de P, en déduire une deuxieme

racine de P.
PA+)=0Q+i)3+Q+i)>-41+iD)+6
=13+3(%+3(M*+i3+1+2i+i*—4—-4i+6
=14+3i—3—-i+1+2i—1—-4—-4i+6
=1-34+1-1—-44+6+i(3—-1+2-4)
=0+ix0
=0

Ona:P(1+i)=0donc1 + iestuneracine de P.

Or, d’apres 1., si a est une racine de P alors & est aussi une racine

de P donc 1 + 1 est une racine de P, autrement dit : 1 — i est une
racine de P.

. Donner une factorisation de P(z), en déduire toutes les racines

de P.
1+ iet1—isontdeuxracines distinctes de P qui est de degré 3
donc il existe un polynéme Q de degré 1 tel que, pour toutz € C :
Pz)=z-0+D)(z-1A-0D)Q(2)
Comme le terme de plus haut degré de P est z3 : Q(z) = z + b,
donc:z3+z2—4z+6=(z-1+))(z—->10-0D))(z+Db).
Or,ona:
(z—Q+D)(z-Q1A-10)
=z2—-z1-D)—-zQ+D)+ @A +DA -1
=z2Z2—-z[QA-D+@ + D] +1%2 -
=z2—-2z+4+2
Donc, pour tout z € C:
(z— 1+ D)(z—- A —-i)(z+b)
=(z*—-2z+2)(z+b)
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=z3+22(b—2)+z(=2b+2)+2b
Onadonc, pourtoutz € C:
23 +2z2—4z+6=2z3+2z%(b—2)+z(-2b+2)+2b

d’ou par identification :
b—2=1 b=3 b=3
{—2b+2=—4<= 2b=6<ib=3b=3
2b=6 b=73 b=73

Conclusion:Vze C,P(z) =(z— (1+0))(z— (1 —-10)(z+ 3).

On a les équivalences :
P@)=0e(z-(1+D))(z-1-D)z+3)=0
©z—1+i)=00uz—(1-i)=00uz+3=0
Sz=1+4+iouz=1—iouz=-3

Lesracinesde Psont:1+i,1 —iet—3.
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M¥lve C,P(z) =23 + (-7 + )z + (1 — 10i)z — 7 + 21i

1. On sait que P admet une racine réelle x.
a. Montrer que P(x) a pour partie réelle x3 — 7x?> + x — 7
et pour partie imaginaire x> — 10x + 21.
b. En déduire x.
2. Donner une factorisation de P(z), z € C.
3. En déduire toutes les racines de P.

Corrigé
vzeCP(z) =23+ (-7+1z>+ (1 —10i)z — 7 + 21i
1. On sait que P admet une racine réelle x.

a. Partie réelle et partie imaginaire de P(x).
Pourtout x E R,ona:
Px)=x3+(-7+ix?+ (1 —10))x — 7 + 21i
P(x) =x3—7x*>+ix?+x—10ix — 7 + 21i
P(x) =x3—7x*+x—7+i(x*—10x + 21)
Or,x € Rdoncx3—7x2+x—7€Retx?—-10x+21 €R
donc P(x) a pour partie réelle x3 — 7x? + x — 7 et pour
partie imaginaire x> — 10x + 21.

b. En déduire x.

On sait que x € R est une racine de P donc P(x) = 0.
Or, un complexe est nul si et seulement sa partie réelle et sa
partie imaginaire sont nuls, donc :

{x3—7x2+x—7=0

x2—10x+21=0

Or, on a les équivalences :
x2—10x+21=0 (x)2—-2(x)(5)+(5)2—-25+21=0
©x-5?-4=0®-52?-22=0
Skx-5+2)(x—-5-2)=0(x-3)x—-7)=0
©x—3=0o0ux—7=0x=3o0ux=7
esix=3,x3—-7x2+x-7=33-73)2+3-7%0
donc x = 3 est refusé.
osix=7,x3—-7x*+x—-7=7*-7(7)*+7-7=0
donc x = 7 est accepté.
L’unique racine réelle de P est : 7.

2. Donner une factorisation de P(z), z € C.

P(7) = 0 donc d’aprés le théoréme de factorisation P(z) est
factorisable par z — 7, puis en raisonnant sur le terme de plus
haut degré de P, on en déduit qu’il existe b € C et ¢ € C tels que :

vz € C,P(z) = (z—7)(z*> + bz + ¢)
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Pourtoutz € C:

(z—=T7)(z*+ bz +¢)

=z3+bz*4+cz—72>—-"7bz—T7c

=z3+22(b—-7)+2z(c—7b) — 7c
Onadonc, pourtoutz € C:

22+ (=7+0)z*+ (1 —-10i)z—7 + 21i
=z3+22(b—-7)+2z(c—7b) — 7c

d’ou par identification :

b—7=-7+i b=i b=i

c—7b=1-10i ©3c—7i=1-10i & 3c=1-10i+ 7i
—7c=-7+21i —c=-1+3i c=1-3i
b= b=i

=1
®{6=1_3i®{c=1—3i

c=1-3i
Onadonc:Vz € C,P(z) = (z—7)(z*> + iz + 1 — 3i).

. Déterminer les autres racines de P.

Les racines de P sont les solutions dans C de P(z) = 0.
Or, cette équation s’écrit :
(z-7)(zZ*+iz+1-3i)=0
©z—-7=00uz?+iz+1-3i=0
©z=7ouz?+iz+1-3i=0
z2+iz+1—3iestdelaformeaz?+bz+caveca=1,b=1i
etc = 1 — 3i, de discriminant :
A=b*—4ac=i*-4(1)1 -3 =—-1—-4+12i=-5+12i
=4+12i -9 =2%2+22)3i) + (3i)? = (2 + 3i)?
En posant § = 2 + 3i, on a donc §% = A.
D’apreés le cours, z? + iz + 1 — 3i admet pour racines :
-b—6 —-i—(@2+3i) -2-4i

— —1—2i
A=, 2(1) 2 '
_—b+6_—i+(2+3i)_2+2i_1+_
2= T 200 2 T
Conclusion

Lesracinesde Psont:7,—1 —2iet1 +i.
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