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Mathématiques XP Défis Nombres complexes                      Thiaude P.  
 

D01 Résoudre dans ℂ l’équation d’inconnue ࢠ : 
ࢠ × തࢠ + ૛ࢠ = ૝૙ + ૚૙࢏ 

 

Corrigé 
Posons ݖ = ݔ + ̅ݖ réels, on a alors ݕ et ݔ avec ݕ݅ = ݔ −  .ݕ݅
L’équation devient : 

ݔ) + ݔ)(ݕ݅ − (ݕ݅ + ݔ)2 + (ݕ݅ = 40 + 10݅ 
⇔ ²ݔ + ²ݕ + ݔ2 + ݕ2݅ = 40 + 10݅ 

⇔ ൜ݔ
ଶ + ଶݕ + ݔ2 = 40

ݕ2 = 10 ⇔ ൜ݔ
ଶ + ଶݕ + ݔ2 = 40

ݕ = 5  

⇔ ൜ ݕ = 5
ଶݔ + 5ଶ + ݔ2 − 40 = 0

⇔ ൜ ݕ = 5
ଶݔ + ݔ2 − 15 = 0

 
On a les équivalences :  

²ݔ + ݔ2 − 15 = 0 
⇔ ݔ) + 1)ଶ − 16 = 0 
⇔ ݔ) + 1 + ݔ)(4 + 1 − 4) = 0 
⇔ ݔ) + ݔ)(5 − 3) = 0 
⇔ ݔ + 5 = ݔ ݑ݋ 0 − 3 = 0 
⇔ ݔ = ݔ  ݑ݋  5− = 3 

L’équation de départ admet pour solutions : −5 + 5݅ et 3 + 5݅. 
 

 
 
D02 Résoudre dans ℂ l’équation d’inconnue ࢠ : ࢠ૛ = ૠ − ૛૝࢏. 
 

 

Corrigé 
Posons ݖ = ݔ +  : réels, on a alors ݕ et ݔ ,ݕ݅

²ݖ = ݔ) + ଶ(ݕ݅ = ²ݔ − ଶݕ +  ݕݔ2݅
Donc l’équation ²ݖ = 7 − 24݅ devient :  

²ݔ − ଶݕ + ݕݔ2݅ = 7 − 24݅ ⇔ ൜²ݔ − ଶݕ = 7
ݕݔ2 = −24 ⇔ ൜²ݔ − ଶݕ = 7

ݕݔ = −12  

⇔

⎩
⎨

²ݔ⎧ − ଶݕ = 7

ݕ =
−12
ݔ

⇔

⎩
⎨

²ݔ⎧ − ൬−
12
ݔ
൰
ଶ

= 7

ݕ =
−12
ݔ

⇔൞
²ݔ −

144
ଶݔ

= 7

ݕ =
−12
ݔ

 

⇔ ൞

ସݔ

ଶݔ
−

144
ଶݔ

= 7

ݕ =
−12
ݔ

⇔ ൝
ସݔ − 144 = ²ݔ7

ݕ =
−12
ݔ

⇔ ൝
ସݔ − ²ݔ7 − 144 = 0

ݕ =
−12
ݔ

 

On a l’équivalence : 
ସݔ − ଶݔ7 − 144 = 0 ⇔ ଶ(ଶݔ) − ଶݔ7 − 144 = 0 

En posant ܺ = on obtient : ܺ² ,²ݔ − 7ܺ − 144 = 0. 
Or, ܺ² − 7ܺ − 144 est de la forme ܽܺ² + ܾܺ + ܿ avec ܽ = 1, 
ܾ = −7 et ܿ = −144, de discriminant : 
Δ = ܾ² − 4ܽܿ = (−7)ଶ − 4(1)(−144) = 49 + 576 = 625 = 25² 

ܺ² − 7ܺ − 144 admet deux racines réelles distinctes : 

ܺଵ =
−ܾ − √Δ

2ܽ
=

+7 − 25
2(1) = −9 

ܺଶ =
−ܾ + √Δ

2ܽ
=

+7 + 25
2(1) =

32
2

= 16 

• si ܺ = −9, alors ²ݔ = −9 impossible (ݔ ∈ ℝ) 
• si ܺ = 16, alors ²ݔ = 16 ⇔ ݔ = −4 ou ݔ = 4 
  si ݔ = −4, alors : ݕ = − ଵଶ

௫
= − ଵଶ

ିସ
= 3  

  si ݔ = 4, alors : ݕ = − ଵଶ
௫

= − ଵଶ
ସ

= −3  
Conclusion : l’équation ݖଶ = 7 − 24݅ admet deux solutions : −૝ + ૜࢏ 
et ૝ − ૜࢏. 
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Méthode 2 (n’aboutit pas toujours !)  
En supposons ݔ et ݕ entiers (ce qui n’est pas certain), on a : ݔ| − 12. 
Les diviseurs positifs de (−12) sont 1,2, 3, 4, 6 et 12. 
• si ݔ = ݕ ,1 = ²ݔ ,12− − ଶݕ = 1ଶ − (−12)ଶ = 1 − 144 ≠ 7 
• si ݔ = ݕ ,2 = ²ݔ ,6− − ଶݕ = 2ଶ − (−6)ଶ = 4 − 36 ≠ 7 
• si ݔ = ݕ ,3 = ²ݔ ,4− − ଶݕ = 3ଶ − (−4)ଶ = 9 − 16 ≠ 7 
• si ݔ = ݕ ,4 = ²ݔ ,3− − ଶݕ = 4ଶ − (−3)ଶ = 16 − 9 = 7 donc 
convient. 
On a donc : 7 − 24݅ = (4 − 3݅)² et l’équation ²ݖ = 7 − 24݅ s’écrit : 

²ݖ = (4 − 3݅)ଶ ⇔ ²ݖ − (4 − 3݅)ଶ = 0 
⇔ ݖ] − (4 − ݖ][(3݅ + (4 − 3݅)] = 0 
⇔ ݖ − (4 − 3݅) = ݖ ݑ݋ 0 + (4 − 3݅) = 0 
⇔ ݖ = 4 − ݖ ݑ݋ 3݅ = −4 + 3݅ 

L’équation de départ admet pour solutions : ૝ − ૜࢏ et −૝ + ૜࢏. 
 
Vérification 
(4 − 3݅)ଶ = 4² − 2(4)(3݅) + (3݅)ଶ = 16 − 24݅ − 9 = 7 − 24݅   
(−4 + 3݅)ଶ = ൫−(4 − 3݅)൯ଶ = +(4 − 3݅)² = 7 − 24݅  
 
D03 ∀ࢠ ∈ ℂ, (ࢠ)ࡼ = ૜ࢠ + ૛ࢠ − ૝ࢠ + ૟ 
 

1. Démontrer que, pour tout ࢻ ∈ ℂ  :  
« si ࢻ est une racine de ࡼ alors ࢻഥ est une racine de ࡼ ». 

2. Vérifier que ૚ +   .ࡼ est une racine de ࢏
En déduire une deuxième racine de ࡼ. 

3. Donner une factorisation de (ࢠ)ࡼ puis toutes les racines de ࡼ. 
 

Corrigé 
ࢠ∀ ∈ ℂ, (ࢠ)ࡼ = ૜ࢠ + ૛ࢠ − ૝ࢠ + ૟ 
 

1. Démontrer que, pour tout ࢻ ∈ ℂ on a : si ࢻ est une racine de ࡼ 
alors ࢻഥ est aussi une racine de ࡼ. 
Soit ߙ une racine de ܲ.  
Par définition d’une racine d’un polynôme, on ܲ(ߙ) = 0, 

autrement dit ߙଷ + ଶߙ − ߙ4 + 6 = 0. 
On a : 

(തߙ)ܲ = ଷ(തߙ) + ଶ(തߙ) − (തߙ)4 + 6 = ଷതതതߙ + ଶതതതߙ − 4ത × തߙ + 6ത 
= ଷതതതߙ + ଶതതതߙ − 4 × തതതതതതതߙ + 6ത = ଷߙ + ଶߙ − ߙ4 + 6തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത = 0ത = 0 

On a donc bien ࡼ(ࢻഥ) = ૙. 
 

2. Vérifier que ૚ +  en déduire une deuxième ,ࡼ est une racine de ࢏
racine de ࡼ. 

ܲ(1 + ݅) = (1 + ݅)ଷ + (1 + ݅)ଶ − 4(1 + ݅) + 6 
= 1ଷ + 3(1)ଶ݅ + 3(1)݅² + ݅ଷ + 1 + 2݅ + ݅² − 4 − 4݅ + 6 
= 1 + 3݅ − 3 − ݅ + 1 + 2݅ − 1 − 4 − 4݅ + 6 
= 1 − 3 + 1 − 1 − 4 + 6 + ݅(3 − 1 + 2 − 4) 
= 0 + ݅ × 0 
= 0 

On a : ܲ(1 + ݅) = 0 donc ૚ +  .ࡼ est une racine de ࢏
 

Or, d’après 1., si ߙ est une racine de ܲ alors ߙത est aussi une racine 
de ܲ donc 1 + ଓതതതതതത est une racine de ܲ, autrement dit : ૚ −  est une ࢏
racine de ࡼ. 
 

3. Donner une factorisation de (ࢠ)ࡼ, en déduire toutes les racines 
de ࡼ. 
1 + ݅ et 1 − ݅ sont deux racines distinctes de ܲ qui est de degré 3 
donc il existe un polynôme ܳ de degré 1 tel que, pour tout ݖ ∈ ℂ : 

(ݖ)ܲ = ݖ) − (1 + ݖ)((݅ − (1 −  (ݖ)ܳ((݅
Comme le terme de plus haut degré de ܲ est ݖଷ : ܳ(ݖ) = ݖ + ܾ, 
donc : ݖଷ + ଶݖ − ݖ4 + 6 = ݖ) − (1 + ݖ)((݅ − (1 − ݖ)((݅ + ܾ). 
Or, on a : 

ݖ) − (1 + ݖ)((݅ − (1 − ݅)) 
= ²ݖ − 1)ݖ − ݅) − 1)ݖ + ݅) + (1 + ݅)(1 − ݅) 
= ²ݖ − 1)]ݖ − ݅) + (1 + ݅)] + 1ଶ − ݅² 
= ²ݖ − ݖ2 + 2 

Donc, pour tout ݖ ∈ ℂ : 
ݖ) − (1 + ݖ)((݅ − (1 − ݖ)((݅ + ܾ) 
= ²ݖ) − ݖ2 + ݖ)(2 + ܾ) 
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= ଷݖ + ܾ)ଶݖ − 2) + 2ܾ−)ݖ + 2) + 2ܾ 
On a donc, pour tout ݖ ∈ ℂ : 

ଷݖ + ଶݖ − ݖ4 + 6 = ଷݖ + ܾ)ଶݖ − 2) + 2ܾ−)ݖ + 2) + 2ܾ 
 

d’où par identification : 
 

൝
ܾ − 2 = 1

−2ܾ + 2 = −4
2ܾ = 6

⇔ ൝
ܾ = 3

2ܾ = 6
ܾ = 3

⇔ ൝
ܾ = 3
ܾ = 3
ܾ = 3

⇔ ܾ = 3 
 

Conclusion : ∀ࢠ ∈ ℂ, (ࢠ)ࡼ = ࢠ) − (૚ + ࢠ)((࢏ − (૚ − ࢠ)((࢏ + ૜). 
 

On a les équivalences : 

(ݖ)ܲ = 0 ⇔ ൫ݖ − (1 + ݅)൯൫ݖ − (1 − ݅)൯(ݖ + 3) = 0 
⇔ ݖ − (1 + ݅) = ݖ ݑ݋ 0 − (1 − ݅) = ݖ ݑ݋ 0 + 3 = 0 
⇔ ݖ = 1 + ݖ ݑ݋ ݅ = 1 − ݖ ݑ݋ ݅ = −3 

Les racines de ࡼ sont : ૚ + ૚ ,࢏ −  .et −૜ ࢏
 

 
 

D04 ∀∈ ℂ, (ࢠ)ࡼ = ૜ࢠ + (−ૠ + ²ࢠ(࢏ + (૚ − ૚૙ࢠ(࢏ − ૠ + ૛૚࢏ 
 

1. On sait que ࡼ admet une racine réelle ࢞. 
a.  Montrer que ࡼ(࢞) a pour partie réelle ࢞૜ − ૠ࢞૛ + ࢞ − ૠ 
  et pour partie imaginaire ࢞૛ − ૚૙࢞ + ૛૚. 
b.  En déduire ࢞.  

2. Donner une factorisation de ࢠ ,(ࢠ)ࡼ ∈ ℂ. 
3. En déduire toutes les racines de ࡼ. 
 

 

Corrigé 
ࢠ∀ ∈ ℂ, (ࢠ)ࡼ = ૜ࢠ + (−ૠ + ²ࢠ(࢏ + (૚ − ૚૙ࢠ(࢏ − ૠ + ૛૚࢏ 
1. On sait que ࡼ admet une racine réelle ࢞. 

a.  Partie réelle et partie imaginaire de ࡼ(࢞).  
  Pour tout ݔ ∈ ℝ, on a : 

(ݔ)ܲ = ଷݔ + (−7 + ଶݔ(݅ + (1 − ݔ(10݅ − 7 + 21݅ 
(ݔ)ܲ = ଷݔ − ଶݔ7 + ଶݔ݅ + ݔ − ݔ10݅ − 7 + 21݅ 
(ݔ)ܲ = ଷݔ − ଶݔ7 + ݔ − 7 + ଶݔ)݅ − ݔ10 + 21)  

  Or, ݔ ∈ ℝ donc ݔଷ − ଶݔ7 + ݔ − 7 ∈ ℝ et ݔଶ − ݔ10 + 21 ∈ ℝ 
  donc ܲ(࢞) a pour partie réelle ࢞૜ − ૠ࢞૛ + ࢞ − ૠ et pour  
  partie imaginaire ࢞૛ − ૚૙࢞ + ૛૚.   

 

b.  En déduire ࢞. 
  On sait que ݔ ∈ ℝ est une racine de ܲ donc  ܲ(ݔ) = 0. 
  Or, un complexe est nul si et seulement sa partie réelle et sa  
  partie imaginaire sont nuls, donc : 

൜ݔ
ଷ − ଶݔ7 + ݔ − 7 = 0
ଶݔ − ݔ10 + 21 = 0

 

  Or, on a les équivalences : 
²ݔ   − ݔ10 + 21 = 0 ⇔ ଶ(ݔ) − (5)(ݔ)2 + (5)ଶ − 25 + 21 = 0 
  ⇔ ݔ) − 5)ଶ − 4 = 0 ⇔ ݔ) − 5)ଶ − 2ଶ = 0 
  ⇔ ݔ) − 5 + ݔ)(2 − 5 − 2) = 0 ⇔ ݔ) − ݔ)(3 − 7) = 0 
  ⇔ ݔ − 3 = ݔ ݑ݋ 0 − 7 = 0 ⇔ ݔ = ݔ ݑ݋ 3 = 7 
  • si ݔ = ଷݔ ,3 − ଶݔ7 + ݔ − 7 = 3ଷ − 7(3)ଶ + 3 − 7 ≠ 0 
  donc ݔ = 3 est refusé. 
  • si ݔ = ଷݔ ,7 − ଶݔ7 + ݔ − 7 = 7ଷ − 7(7)ଶ + 7 − 7 = 0 
  donc ݔ = 7 est accepté. 

  L’unique racine réelle de ࡼ est : ૠ. 
 

2. Donner une factorisation de ࢠ ,(ࢠ)ࡼ ∈ ℂ. 
ܲ(7) = 0 donc d’après le théorème de factorisation ܲ(ݖ) est 
factorisable par ݖ − 7, puis en raisonnant sur le terme de plus 
haut degré de ܲ, on en déduit qu’il existe ܾ ∈ ℂ et ܿ ∈ ℂ tels que : 
 

ݖ∀ ∈ ℂ, (ݖ)ܲ = ݖ) − ଶݖ)(7 + ݖܾ + ܿ) 
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Pour tout ݖ ∈ ℂ : 
ݖ) − ଶݖ)(7 + ݖܾ + ܿ) 
= ଷݖ + ²ݖܾ + ݖܿ − ଶݖ7 − ݖ7ܾ − 7ܿ 
= ଷݖ + ܾ)ଶݖ − 7) + ܿ)ݖ − 7ܾ) − 7ܿ 

On a donc, pour tout ݖ ∈ ℂ : 
ଷݖ + (−7 + ²ݖ(݅ + (1 − ݖ(10݅ − 7 + 21݅

= ଷݖ + ܾ)ଶݖ − 7) + ܿ)ݖ − 7ܾ) − 7ܿ 
d’où par identification : 

൝
ܾ − 7 = −7 + ݅
ܿ − 7ܾ = 1 − 10݅
−7ܿ = −7 + 21݅

⇔ ൝
ܾ = ݅

ܿ − 7݅ = 1 − 10݅
−ܿ = −1 + 3݅

⇔ ൝
ܾ = ݅
ܿ = 1 − 10݅ + 7݅
ܿ = 1 − 3݅

 

⇔ ൝
ܾ = ݅
ܿ = 1 − 3݅
ܿ = 1 − 3݅

⇔ ቄܾ = ݅
ܿ = 1 − 3݅ 

 

On a donc : ∀ࢠ ∈ ℂ, (ࢠ)ࡼ = ࢠ) − ૠ)(ࢠ૛ + ࢠ࢏ + ૚ − ૜࢏). 
 

3. Déterminer les autres racines de ࡼ. 
Les racines de ܲ sont les solutions dans ℂ de ܲ(ݖ) = 0. 
Or, cette équation s’écrit : 

ݖ) − ଶݖ)(7 + ݖ݅ + 1 − 3݅) = 0 
⇔ ݖ − 7 = ଶݖ ݑ݋ 0 + ݖ݅ + 1 − 3݅ = 0 
⇔ ݖ = ଶݖ ݑ݋ 7 + ݖ݅ + 1 − 3݅ = 0 

ଶݖ + ݖ݅ + 1 − 3݅ est de la forme ܽ²ݖ + ݖܾ + ܿ avec ܽ = 1, ܾ = ݅ 
et ܿ = 1 − 3݅, de discriminant : 
Δ = ܾ² − 4ܽܿ = ݅ଶ − 4(1)(1 − 3݅) = −1 − 4 + 12݅ = −5 + 12݅ 
= 4 + 12݅ − 9 = 2ଶ + 2(2)(3݅) + (3݅)ଶ = (2 + 3݅)² 
En posant ߜ = 2 + 3݅, on a donc ²ߜ = Δ. 
D’après le cours, ݖଶ + ݖ݅ + 1 − 3݅ admet pour racines : 

ଵݖ =
−ܾ − ߜ

2ܽ
=
−݅ − (2 + 3݅)

2(1) =
−2 − 4݅

2
= −1 − 2݅ 

ଶݖ =
−ܾ + ߜ

2ܽ
=
−݅ + (2 + 3݅)

2(1) =
2 + 2݅

2
= 1 + ݅ 

Conclusion 
Les racines de ࡼ sont : ૠ, −૚ − ૛࢏ et ૚ +  .࢏

 
 
 
 
 
  
 
  
   
   
 


